Calcolo delle probabilita.

1.Impostazione classica
1.A La probabilita p(E) di un evento e il rapporto fra il numero m dei casi favorev(di
verificarsi di E) ed il numero n dei casi possibifiudicati egualmente possibili.
m
p(E)_F
+ La probabilita & cosi un numero compreso fra zeom@& zero rappresenta la probabilita
dell'evento impossibile ed uno quella dell'evergda
« Esempio il lancio di due dadi ed ottenere due nuraguali: totale dei casi 36 casi
favorevoli 6; p=1/6
2.Impostazione frequentista
Frequenza di un eventorelativa alle n prove effettuate, il rapporto ffaaumero k delle
prove nelle quali I'evento si e verificato ed ihmero n delle prove effettuate:
:% quindi O<sf<1
Legge empirica del casoln una serie di prove, eseguite tutte nelle stesmdizioni, la
frequenza tende ad assumere valori prossimi atiédghilita dell’evento e, generalmente,
I'approssimazione é tanto maggiore quanto piu gr&itinumero delle prove eseguite.
2.A La probabilita di un evento e la frequenza relativa ad un numero di provenuite
sufficientemente elevato.
3.Impostazione soggettiva
3.A La probabilita p(E) di un evento E e la misura dl grado di fiducia che un individuaerente
attribuisce, in base alle sue informazioni, al fiearsi dell'evento E.
3.B La probabilita di un evento E, secondo l'opinione di un certo individuo, & iepzo p che
ritiene equo attribuire all'importo unitario esidgbal verificarsi di E.
%+ Esempio: attribuire probabilita 0,7 significa essere dispagpagare 70 lire per riceverne 100 al
verificarsi dell'evento.
4.Impostazione assiomatica
Ad ogni esperimento si puo associare un insiemedetto universo o spazio dei campioni o
spazio degli eventi - i cui elementi sono tuttospibili risultati dell'esperimento.
1 La nozione di evento e assunta come primitiva
1 Un evento e descrivibile con un'espressione lingaisalla quale si puo associare un
sottoinsieme dell'insieme universo U.
1 Si puo identificare I'evento con il sottoinsiemes@sato all'espressione linguistica che lo
descrive e tradurre le operazioni logiche suglnévie@ operazioni fra sottoinsiemi.
"1 | sottoinsiemi costituiti da un solo elemento sdetti eventi elementari.
Si definiscono quindi

1° Evento contrario dell'evento A & I'evento che si verifica se e solo se non si verifica A,
cioé A & il complementare di A rispetto ad U.

2°  Unione (0o somma logica) di due eventi A e B, édleo A B che si verifica quando
almeno uno degli eventi A, B si verifica

3° Intersezione (o prodotto logico) di due eventi Bee I'evento An B che si verifica se
entrambi gli eventi A e B si verificano.
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4° L'insieme degli eventi, nel caso che U sia un mgdinito, e l'insieme formato da tutti i
sottoinsiemi di U, e quindi € l'insieme delle part{U).
4.A La probabilita p(E) e una funzione non negativa ed additiva fra Bms degli eventi e
I'insieme dei numeri reali compresi fra O e 1, sbddisfa i seguenti assiomi:
1° p(E)xO.
2° p(U)=1.
3° p(EUEx)= p(E)+ p(E) se gli eventi sono incompatibili {EE, =[1,la loro intersezione
e vuota).
++ Si deducono quindi le seguenti proprieta
1° p(0d) = 0. L'evento impossibile ha probabilita zero.
2° 0<p(BE)<1
3° p(E) = 1 - p(E) La probabilita dell'evento contrariouguale a uno meno la probabilita
dell'evento.
4° Se gli eventi costituiscono una partizione delirenso U (I'unione di questi € uguale ad U e
la loro intersezione e vuota) si ha che la prolitabdell'unione di piu eventi & uguale alla
somma delle probabilitd degli eventi. Inoltre senc equiprobabili, si ha che l'evento E
unione di m eventi elementari avra probabilita ugwaa m/n.
5° Se RUE; allora p(&-E;) = p(&) - p(E);
6° Se BEnE, # 0 e BOE; allora p(G-Ey) = p(&) - p(E.NEy)
¢ Quindi la probabilita secondo l'impostazione clessé un caso particolare della probabilita
secondo l'impostazione assiomatica di A. Kolmodorof
5.Probabilita totale di due o piu eventi
5.A La probabilita totale di due o piu eventi e la probabilita della lorarspa logica.
1°  Seidue eventi non sono incompatibili:
p(A U B) = p(A) + p(B)- p(An B)
cioe: la probabilita della somma logica di due dveruguale alla somma della probabilita
dei due eventi diminuita della probabilita delirgezione dei due eventi.

v B
A B E

2°  Tale proprieta si estende a tre o piu insiemi
3°  Se A e B sono due eventi qualunque si ha la seguelsizione:
P(A) =p(An B)+p(An B )
4°  Si puo estendere questa proprieta nel caso in cui:
¢ Gli insiemi B costituiscano una partizione di U
< Bz perognii=1,2,...n
% Bin B;=0 perogni#coni,j=1,2,...n
B 0B, OBz ...... 0 Bn=
¢ Sihalarelazione p(A) =p(A By) + p(An By) + p(An B3) +....+ p(An By)




6.Probabilita condizionata
6.A Si definisceprobabilita condizionata (o subordinata)all’evento B - e si indica con p(A/B) -
la probabilita del verificarsi di a nell'ipotesietB si sia verificato. Se B non si verifica,
I'evento A/B non e definito.
6.B L'impostazione assiomatica definisce proprio comababilita di A condizionata a B la
relazione:
¢ p(arg)=PAE) s pB)20
p(B)
6.C Probabilita composta:
¢ p(A n B) =p(BYh(A/B) = p(A)P(B/A)
¢ se sono indipendenti p(A) = p(A/B) quinaiA n B) = p(B)p(A)
¢+ se p(A/B) > (<) p(A) e p(B/A) > (<) p(B) sono correlati positivamente
(negativamente
« Esempio: prove ripetute di Bernoulli
¢ Se su n prove k sono successi ed n-k sono insuassndo le prove indipendenti
siha: pp...... po....g= p“gq"™ poiché i successi possono presentarsi in
k n-k
modi diversi (pari alle combinazioni di n oggettaka volta o alle permutazione di n

n
oggetti di cui k ed n-k uguali fra loro) precisarteem (k] modi la :

n
‘ P — k n-k
k (kjp q

7.teorema di Bayes o delle cause
p(H;)[p(A/H;)

Z pP(H;)h(A/H,)

probabilita che si verifichi Hsapendo che si & verificato A o probabilita chesid la causa del
verificarsi di A

p(Hi /A):

Il rettangolo rappresenta lo spazio campione, l@Vavento A e le strisce le cause del verificatish.
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Consideriamo ad esempio: la ditta produce con daechine dei bulloni; la prima ne produce 2000 al
giorno, la seconda 500. la prima ha difetti sul&@®iobulloni, la seconda sull’8% dei bulloni.
Il diagramma ad albero riproduce il nostro esempio:

5%
difetti

95% non
difetti

8%
difetti

92% non
difetti

Quindi nello spazio campione dei bulloni abbiamalle macchine produttrici e le due possibili cause

W

Il colore rappresenta la macchina 1 il bianco la&ch&na 2
Il rigato verticale i difettati il rigato trasversmon difettati
Quindi se voglio sapere, estratto un difettatqyreeiene dalla macchina 1 o 2 con bayes dovrei fare

p(H;) Cp(A/H,)
Z pP(H;) Cb(A/H,)

probabilita che sia della macchina 1 sapendo chifedtato = probabilita della macchina 1 per
probabilita che sia un difettato della macchinaatté la somma delle probabilita dei difettati dind
macchina (prob macchina 1 per difettati macchiraptob macchina 2 per difettati macchina 2 etc se
ci fossero 10 macchine)

p(H1)=4/5 p(A/H)=5/100 p(H)=1/5 p(A/H;)=8/100

p(Hi /A):

4_5

_P(H,) TP(A/H,) 5100 _5

P 14)= "4 5 1.8 7
;p(Hi)Ep(A/Hi) =300 5500



